Naglasci za izborni kolegij

Matematicke metode u
kemljskom inZenjerstvu -

nastavak

Fourierov razvoj
Veé smo vidjeli da (dovoljno razumna) funkcija f perioda 27 ima Fourierov
razvoj:

f(x) = ap+]ay cos(x)+by sin(x)]+[ag cos(2x)+by sin(2x)]+[az cos(3x)+bs sin(3x)]+

gdje je
—/ - cos(nz)dx
zan=1,2,3, ..,
1 ™
ag = —/ f(z)dx
21 J—x
1 = )
b, = —/ f(zx) - sin(nx)dx
™ J—m
zan=123, ..

Za parne funkcije f formule se mogu pojednostavniti tako da se za a, ne
integrira od —7 do 7, ve¢ od 0 do 7 i pomnozi s 2, a za b,, se dobije 0. Dakle,
dobije se:

— / - cos(nx)dz

zan=123,..,
1 ™
ao——/ f(z)dx
m Jo
b, =0
zan=123, ...

To je logi¢no, naime da u Fourierovu razvoju parne funkcije sudjeluju samo
parne funkcije (kosinusi).
Slicno, u Fourierovu razvoju neparne funkcije f sudjeluju samo sinusi:

an, =0



zan=20,1,2,3,...,
2 T
b, = —/ f(z) - sin(nx)dx
0

7r

zan=1,23, ...

Te formule vrijede za funkciju f perioda 27. Tu smo taj period gledali na
intervalu [—m, 7). Analogne formule vrijede za funkciju f perioda T, samo

Sto tu T mozemo gledati na intervalu [—%, %} a umjesto cos x pisati cos 2%%
itd. Naime, ako je —= < x < , onda je —7 < 2 Zx < 7, ianalogno za ostale

funkcije. Zato imamo

(Dovoljno razumna) funkcija f perioda T ima Fourierov razvoj:
f(x) = ag + [a1 cos(35x) + by sin(3r )] + [az cos(25.x) + by sin(2%5 z)]
+az cos(3%rx) + bs sm(327T )]+ ..

gdje je
z 2m J
an T/g - COS n?m) x
zan=1,23, ..,
1 %
ag = T/—E (x)dx
2 [ 2
b, = = 722 f(zx) - sin(nlx)d:p
2
zan=1,23, ...

Uocite vezu medju koeficijentima ispred integrala u posebnom slucaju i opéenito.

Na primjer, taj je koeficijent za b,, jednak:
12 _ 2

T 2 T

Kao i prije, za parne funkcije f formule se mogu pojednostavniti tako da se
za a, ne integrira od —% do %, ve¢ od 0 do % i pomnozi s 2, a za b, se dobije
0. Dakle, dobije se:

an T/ f(z) - cos n—x)da:

zan=1,2,3,..,

Nl

ag =

S—

f(z)dz
n =0

-~ N3l

zan=123, ..
To je logi¢no, naime da u Fourierovu razvoju parne funkcije sudjeluju samo
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parne funkcije - kosinusi (kosinusni Fourierov razvoj).
Slicno, u Fourierovu razvoju neparne funkcije f sudjeluju samo sinusi (si-
nusni Fourierov razvoj):

a, =0

zan=20,1,2,3,...,

by, T/ f(zx) - sin n—:c)da:

zan=1,23, ...

Sad ¢emo dio navedenog ilustrirati na primjeru funkcije (koja se pojavljuje
kod opisa titranja u¢vriéene elasti¢ne zice).

Primjer 1. Odredimo Fourierov razvoj funkcije zadane uvjetima:

f(z) = Ha, za0<$< L

flx):=3(L—-z), zaL § r <L,

koju smo, po neparnosti prosirili za sve realne z (slika 7).

Smisao tog grafa jest u tomu da se elasticna zica duljine L (koja je uévrséena
u rubovima) napne po sredini do visine A, potom pusti da titra. Vidjet
¢emo da je za rjeSenje problema opisa tog titranja vazno poznavanje razvoja
funkcije f u sinusni Fourierov red.

Tu je f neparna, perioda T' = 2L. Zato je

3 2A T L2A ., m 8A | nm
b, = z[ T sm(nzx)dx +/§ T(L — ) -sln(nzx)dx] =

(to smo mogli dobiti parcijalnom integracijom, a jos bolje izravnom uporabom
programskog paketa Mathematica). Lako se vidi da je:

sin gt =1zan=1,5913,..

sin gt = —1zan=23,7,11,15, ...

sin - =0zan=246,3,..

Zato je trazeni razvoj:

(@) SA(,Wx 1_37m+1 . bmx 1 '77TZL'+ )
r) = —A(sin — — —sin — sin — — — sin ——
P R R TSl R Ry 3
Rezultat predocujemo pomocéu programskog paketa Mathematica za A =

51 L =6.
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Idealno titranje cestice po pravcu
Intuitivno dolazimo do toga da takvo titranje po y-osi oko ishodista uvjetuje
promjenjiva sila koja ima sljede¢a svojstva:
1. U svakoj tocki y-osi (u kojoj se odvija titranje) sila je usmjerena prema
ishodistu.
2. Zbog simetrije funkcija koja opisuje silu u ovisnosti o y je neparna (pose-
bice, sila u ishodistu jednaka je nuli).
Najjednostavnija takva sila je oblika

gdje je k > 0 konstanta.
Neka je y(t) polozaj Cestice u vrijeme t.
Prema Newtonovu zakonu a(t) = —Zy(t), gdje je m masa Cestice, dakle

y'(t) = —wy(t)

gdje je w := \/g To je diferencijalna jednadzba titranja. Intuitivno je
jasno da ¢e, uz stalnu masu m, veéi w znaciti brze titranje.

Da bi titranje bilo jednoznaéno odredjeno (i da bismo ga mogli opisati)
potrebni su po€etni uvjeti. Fizikalno najjasniji takvi uvjeti jesu pocetni
polozaj i pocetna brzina. Odavde postavljamo diferencijalnu jednadzbu
titranja skupa s pocetnim uvjetima - Cauchy-ev problem (tradicionalno,
varijablu ¢ izostavljamo):

y'+wiy=0; y(0)=A, y(0) =0 (%)

Tu je pocetni polozaj A, a radi jednostavnosti smo se odlucili da pocetna
brzina bude 0 (opéenito bi bilo y'(0) = vy, medjutim to bitno ne mijenja
rjesenje).

Fizikalno opravdanje. Pokusom se pokazuje (Newtonov zakon, ali ne onaj
od gore), da za silu F koja djeluje na vrh vrlo elasti¢ne opruge kao na slici,
priblizno vrijedi F'(y) = —ky, gdje je k koeficijent elasticnosti, i da su pocetni
uvjeti kao u (x).

Intuitivno odredjivanje jednadzbe gibanja.

Prihvatljivo je sljede¢e umovanje:

(i) Od tocke A prema ishodistu ¢estica ubrzava (jer sila djeluje u smjeru
gibanja).

(ii) Od ishodista prema —A cestica usporava (jer sila djeluje suprotno od
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smjera gibanja). Pri tom je tempo usporavanja, zbog simetrije, u skladu s
tempom ubrzavanja.

(iii) U —A cestica zastane, potom se vraca prema A potpuno analogno i dalje
periodno.

Vidimo da je najjednostavnija (od poznatih periodnih funkcija koja ima takav
graf, a u kojoj sudjeluju parametri A i w), zadana vezom:

y = Acos(wt)
Zaista, dobijemo y' = —Awsin(wt) i ¢y’ = —Aw? cos(wt) = —w?y, pa vidimo
da to rjesenje zadovoljava (*).

Matematicko rjeSavanje problema (*).
Tu je karakteristicna jednadzba diferencijalne jednadzbe iz (*)

4w =0
s rjeSenjima r = £w - i, pa je opCe rjesenje
y = C cos(wt) + Cy sin(wt)

Iz pocetnih uvjeta sad se lako vidi da je C; = A i Cy = 0.



Idealno titranje uc¢vrséene zice.

Neka je savrseno elasticna zica polozena po z-osi od 0 do L, uévrséena u
krajevima. Neka je dalje:
t-vrijeme
x-duljinska koordinata
u(zx,t) polozaj (vertikalni otklon) ¢estice s prvom koordinatom x u vremenu
t.
Tu se pokaze da je (parcijalna) diferencijalna jednadzba titranja (u idealnim
uvjetima):
Jednodimenzionalna valna jednadzba

0%u 0%u

2 = 02@ (%)
gdje je ¢ koeficijent elasti¢nosti.
Rubni uvjeti: u(0,t) = u(L,t) = 0 za sve t (jer je zica uévricena).
Pocetni uvjeti:
pocetni polozaj: u(z,0) = f(z), po€etna brzina:%*|,_o = 0.
Tu smo, radi jednostavnosti, stavili da je poc¢etna brzina 0, ¢ime smo aludi-
rali na predozbu da smo zicu nategli u polozaj opisan funkcijom f, potom
pustili da titra, bez ikakva dodatna impulsa; opc¢enito bi bilo %1; = g(x).
Intuitivno osjecamo da ¢e titranje biti opisano sinusima i kosinusima, med-
jutim tesko je unaprijed predvidjeti oblik.
Strategija rjesavanja.
1. korak. Nalazenje puno (beskona¢no mnogo) rjesenja od (**) koji zado-
voljavaju rubne uvjete, ali ne nuzno pocetne.
2. korak. Trazenje rjeSenja koje ¢e zadovoljavati i rubne i pocetne uvjete
u obliku linearne kombinacije rjesenja iz 1. koraka (tu se nadamo da ¢emo
uspjeti jer nam u linearnoj kombinaciji sudjeluje beskona¢no mnogo neodred-
jenih koeficijenata koje ¢emo specificirati tako da ukupna suma zadovoljava
i pocetne uvjete).
1. korak provodimo metodom separacije varijabli, tako da rjeSenje trazimo
u obliku:

u(z,t) = F(z)G(t)

Sad (**) postaje (uz dogovor da tockice znace derivacije po t, a crtice po x)

FG = F"G
odnosno .
G F//
_— — = k;
G F

8



gdje je k konstanta (naime lijeva strana ovisi samo ¢, a desna samo o x). Sad
umjesto parcijalne diferencijalne jednadzbe dobijemo sustav obi¢nih diferen-
cijalnih jednadzba
F"—kF =0, G-ckG=0

Napomena Za nastavak je vazno da je konstanta k negativna. Naime, ako bi
bilo £ > 0, onda bi opé rjesenje od F”"—kF = 0 bilo F(x) = CreVkr 4 Cye Ve,
uz konstante C7,Cs. Kako zelimo da rjesenja zadovoljavaju rubne uvjete,
dobili bismo:

0=u(0,t) = F(0)G(t) = (C1 + Co)G(1)
za sve t, odakle slijedi C; + Cy = 0, tj. Cy = —C} (jer G nije identicki nula).
Sli¢no,

0=u(L,t) = F(L)G(t) = (CreV* — CLe VFG(#) = Cy (eVFE — e VELG (1)

za sve t, odakle slijedi C} = 0 (jer je eVkL _ g=VEL # 0, a G nije identicki
nula). Sad bi bilo i Cy = 0, pa bi F' bio nula funkcija, dakle i u bi bio nula
funkcija,sto nam ne odgovara.
Malo druk¢ije, ali slicno odbacili bismo i moguénost k = 0.
Od sad, na dalje stavljamo k := —p? za neki pozitivan realan broj p, pa
sustav postaje:

F'+p’F =0, G+cp*G=0
Rjesenje jednadzbe F” 4 p?F = 0.
Opce rjesenje: F(x) = Cjcos(pr) + Cysin(pr) uz konstante Cp,Cy. To
uvrstavamo u rubne uvjete:

0=u(0,t) = F(0)G(t) = (Cy cos 0+ Cysin 0)G(t) = C1G(t)
za sve t, odakle dobijemo C = 0.
0=wu(L,t) = F(L)G(t) = (0 - cos(pL) + Cysin(pL))G(t) = Cysin(pL)G(t)
za sve t, odakle, zbog Cy # 0, dobijemo sin(pL) = 0, $to daje moguénosti.

pL =nm, n€Z, tj.p:%

Tako dobijemo niz rjesenja

F,(x) := sin(n%x), n=1,2,3,.. (xx*x)



Tu smo stavili C, = 1, a negativne n odbacujemo jer s njima ne dobivamo

bitno nova rjesenja, a za n = 0 dobijemo nula funkciju.

Rjesenje jednadzbe F” + p?’F = 0.

Uzimajuci u obzir p = “F, n = 1,2,3, ... i stavljajuci A\, := “F¢, dobijemo

rjesenja G, (t) = By, cos(\,t) + By sin(A,t), odakle proizlazi (beskonacan) niz

rjesenja od (**) koja zadovoljavaju i rubne uvjete:

Up(z,t) := Fo(2)Gy(t) = sin(Fa) (B, cos(Ant) + By sin(Ant)), n=1,2,3, ...

2. korak.

Rjesenje od (**) koje zadovoljava i rubne i pocetene uvjete trazimo u obliku
t

u(z,t) = uy(z,t) + ug(z,t) + ... tj. u obliku

u(z,t) == i sin(%x)(Bn cos(Ant) + B sin(A,t))

n=1

Ako uvrstimo pocetni uvjet u(z,0) = f(z), dobijemo

> nm
= B, sin(—ux
n; (F2)
pa zakljucujemo da su B, Fourierovi koeficijenti pri razvoju funkcije f u
sinusni red s poluperiodom L. Zato mora biti:

B, = L/ sm—x)

Koeficijente B} opc¢enito dobijemo iz pocetne brzine. Mi ¢emo to uraditi ako
je pocetna brzina jednaka nuli, tj. ako je: %ﬂt:o = 0. Deriviranjem dobijemo
0=2",_o =3, sin("Tx)(—\,B;;) odakle dobijemo B}, = 0 za sve n. Zato
je konacno rjesenje

u(x,t) =y sin(%x)Bn cos(Apt) ( * *x)
n=1
Primjer 2. Odredimo gibanje Zice kojoj je pocetni polozaj kao u Prim-

jeru 1., tj. ako je f(z) := 2LAI za 0 <z <4

flz)=23(L—-z),za<z<IL,
Tamo je trazeni razvoj bio:
8 1.3 1 5 1 7
flz) = FA(sinW—Lx - §sin% + %sin% - 4—95111% +...)
Iz njega izravno ocitavamo koeficijente B,,, pa je
8 1.3 3 1 5 5
u(z) = ﬁA(sin W—; cos(%t)—g sin % cos(%t) 3 sin % cos (%t)—)

Rezultati su graficki predoceni pomocu programskog paketa Mathematica.
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